Michael Lersow und Peter Sitz, Freiberg'

Elasto-plastischer Spannungsdeformationsansatz unter Vemndunq der FlieBbedingung
nach Drucker und Prager fiir die Berechnung dickwandiger Rohre

1. Einleitung

Uberall dort, wo hochbeanspruchte Konstruktionen hin-
sichtlich Belastung, Funktionsiihigkeit und Materialikono-
mie zu beurteilen sind, ist es unzulissig, den inelastischen
Bereich zu negieren und die Berechnyng allein auf der
Grundlage elastischen Verhaltens durchzufithren, Bei reali-
stischen Sicherheitsanalysen zur Abschidtzung von Sicher-
heitsabstinden sind solche Betrachtungen unumgéinglich.
Nachfolgend wird ein Konzept auf der Grundlage sklero-
nomen, elasto-plastischen Materialverhaltens vorgestellt
und am Beispiel des dickwandigen Rohres unter Innen- und
Aufendruck sowie unter Beriicksichtigung eines stationi-
ren Temperaturfeldes erliutert. Der EinfluB der Tempera-
tur auf die Materialkonstanten bleibt unberiicksichtigt. Fir
das vorgestellte Konzept liegt ein Rechenprogramm fir
einen Personalcomputer in der FORTRAN-Version F77 vor.

2. Grundgleichungen
2.1, Elastischer Bereich

Fiir das dickwandige Rohr unter rotationssymmetrischer
Aufien- (ps) und Innendruckbelastung (p) ergeben sich bel
Ansatz eines stationdren logarithmischen Temperaturfel-

Die Radial- und Tangentialspannung kénnen mit den Glei-
chungen (2.1) und (2.2) ermittelt werden, wenn wie In Glei-
chung (2.4) fiir

Ea '
2(1=v)
gesetzt wird.
Wird die FlieBgrenze iiberschritten, dann sind die mit den
Gleichungen (2.1) bis (2.4) beschriebenen Spannungsver-
ldufe nicht mehr giiltig. '

2.2. Elasto-plastischer Bereich

2.2.1. Fliepfiiche, Fliepregel, Verfestigungsgesetz

Mit Erreichen oder Uberschreiten der FlieBgrenze wird das
Material im allgemeinen weicher (Bild 1). Der Verzerrungs-
tensor enthilt einen plastischen Anteil. Superposition des
elastischen und des plastischen Verzerrungsanteils (fiir
kleine Deformationen zuléssig) ergibt

fj =&+ ap. . (3
Zur Berechnung der Spannungsverzerrungsverliufe im ela-

sto-plastischen Bereich benétigt man drei zusitzliche An-
gaben (Bild 2);

B =

des tiir den ebenen Spannungs- und Verzerrungszustand § ::‘4 L
folgende Spannungsverzerrungsverliufe [1 und 2): - “"fm‘;_
— Definition fiir das stationiire Temperaturfeld n' rzerrungs-
T Kurve
In—
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Axlalspannung 1. Eine Definition, wann der Spannungsvektor die Anfangs-
g (r) =10, (2.3) flieBgrenze erreicht — die Anfangsfliefbedingung.
mit 2. Eine Spannungsverzerrungsbeziehung flr plasti.sd:e De-
PO L Ea formationen — die Fliepregel.
2’ 3. Eine Aussage dariiber, welches Verhalten die FlieBgrenze
b) Ebener Verzerrungszustand im Fortgang der Belastung zeigt — das Ver- oder Ent-
Axlalspannung festigungsgesetz,

2 —PaTa)
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1, Dr-lng. Michael Lersow, Bergakademie Freiberg, Ingenieur-
schule und Doz, Dr. sc. techn, Peter Sitz, Bergakademie Frelbers.
Sektion Geotechnlk und Bergbau
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Die FlieBgrenze steilt sich im #-dimensionalen Spannungs-
raum als Hyperfliche dar. Flir Gestein und Beton haben

Neue Bergbautechnik - 19, Jg. - Heft 8 . August 1980



2 Bud 2
FlieSfiichen
in der 1. und
2. Spannungs-
ebene

1

—_—— Anmmmnla:e
== == Kontraktion der Anfangsfiie0fiche Mnucu.nn
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sich kegelfdrmige Flietmichcn bewdhrt [8 und 9). Beson-

dere Bedeutung hat dabei die FlieSbedingung nach Druk- .

ker/Prager [3] erlangt, die auch die klassischen FlieBbe-
dingungen nach v. Mises und Mohr/Coulomb in geeigneter
Weise vereint. Auf der Grundlage rotationssymmetrischer
Priifbedingungen 148t sich die FlieSbedingung F nach Druk-

ker/Prager wie folgt darstellen [3]:

F-nk,,a,.,-l-ﬁ- B , (4.1)
mit
2sing ’
= o—md .
8ccos &
Y3@~sin®) '
%op = Oc + 0y + 0z,

k= (4.2)

1
Ih= 7 [(oe = 0p)* + (05 —02)* + (03 = 1)} ; ' (4.3)

] Winkel der inneren Reibung,

: Kohision,

7pp 1. Invariante des Spannungstensors,
Ty 2. Invariante des Spannungsdeviators.

Die FlieBregel beschreibt den Zusammenhang zwischen den
Spannungen und den plastischen Deformationen. Sie bringt
iuch die Stellung des plastischen Verzerrungsvektors zur

FlieBfldche zum Ausdruck. Steht der Vektor der plasti- -

jchen Verzerrungen senkrecht zur FlieOfliche, spricht man
von einer assoziierten Fliefiregel, ansonsten von einer
nicht assoziierten FlieBregel. Der Winkel ¢, den der Ver-
terrungsvektor dabel mit der FlieBflichennormalen ein-
ichlieBit, wird als Dilatanzwinkel bezeichnet (vgl. Bild 2).
Als geeignete assoziierte FlieGregel hat sich die nach v, Mi-
ies [5] erwiesen, die auch fiir alle weiteren Betrachtungen
ingesetzt wurde. Sie lautet in inkrementeller Form:

9 F (gy))
L a1,
d.0yj A
leyp Komponente des plastischen Verzerrungstensors,

Kij Komponente des Spannungstensors,
l nichtnégativer skalarer Faktor.

Die nichtassoziierte FlieBregel erhilt man in allgemeiner
form aus (5), wenn anstelle der FlieBbedingung F (oj;) das
dlastische Potential ¥ (05) eingefilhrt wird, wobei ¥ 5 F
filt.

Vichtassoziierte FlieBregeln kdnnen z. B, [4 und 5] entnom-
nen werden. -

Jas Ver- oder Entfestigungsgesetz gibt an, in welcher
Weise sich die FlieBfliche im Fortgang der Belastung ver-
indert. Kontrahiert sie, zeigt das Material Entfestigung.
fxpandiert sie, zeigt das Material Verfestigung. Bleibt

fge= (5)
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Volumen-~
. #nderungskurve
i eines Betons

nach, [9]

¥ o ~Epp 0’

. sie unveréndert, liegt ideal-plastisches Verhalten vor
(s. Bild2). Die FlieBfunktion F ist somit nicht nur eine

Funktion des Spannungstensors ojj, sondern auch des Ver-
Zerrungstensors g und des Zustandsvektors des Materials.
Der Materialzustand (Gestein, Beton) LiBt sich z. B. durch
die Volumendehnung [8 und 9] beschreiben. Eine Analyse

verschiedener Triaxialversuche zeigt, daB es sinnvoll ist, _

eine Einteilung des Materials nach Kontraktanz bzw. Dila-
tlnz bei zunehmender deviatorischer Belastung vorzuneh-
imen (5. Bild 3). in Anlehnung an Gudehus {7] wurden unter
Berilcksichtigung von [11] fiir kontraktantes (6) und dila-

tantes (7) Verhaiten folgende Ansitze formuliert:

f4ve 0 g
;,,p-( v ),. ~ :’a” [54. exp (—~ :%)] (6

4ve -2,
we(5)s () (-2 o
mit

opr  einachsige Prismendruckfestigkeit,
I aus Versuchskurven zu gewinnende Konstante.

Nachfolgend wird davon ausgegangen, daB die FlieBfliche

. im Fortgang der Belastung unverindert bleibt (s, Bild 2).
. 2.2.2. Spezielle Lésung fiir das dickwandige Rohr.

2.22.1. Spannungsverldufe

- Ausgehend von der Gle[mgeudditsbedingung am Volumen-

element
3 dr 1
T (G.r — ﬂ,) =0 . ’ (8)

unter Zuhilfenahme von (4) lassen sich fiic den ebenen-”

Spannungs- und ebenen Verzerrungszustand Lésungen flir
o ermitteln. Es mull aber darauf verwiesen werden, da8
sich (8) unter diesen Voraussetzungen nicht mehe geschlos-
sen lésen 1dBt, so daB sich eine Relhenentwicklung notwen-
dig machte.

0P (1) = :
Int 2agt(r=c*)+b-y=4
U T T T
Int 280t (r=c")+ b~ P ’
-1
Inec* zaa.tr-c'1+b+? 9.1)

og?(r)=ao”+ (0+1or+e, 9.2}

mit ¢* als Plastizierungsradius.

ge® (r = ¢*) ermittelt man mit (2.1). Die Konstanten a,’ b, ¢
sind von den Randbedingungen abh#ngig. Fiir den ebenen
Spannungszustand ergeben sich:

'{3
TR

12k +3Y3ky—1
T 2@kg=1 '

e -
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Ky @ ko + 13
= TIkg -1

(9.3)
Ad=4ae-b2,
0P (1) =0.
Fiir den ebenen Verzerrungszustand ergeben sich:
= (h=1) |le=-o
2 (€-9°
b te’—a)(h+1)-¢(1-h)]fc=-a
= 'z-g .
c=c+f3; ;
darin bedeuten
Akg by A+ 9
= TREdF =1+ r—n’
o3k
Bl 3 Sy g e
k(1 + )2 +1+2r(0=¥)
2[3%3(1-1-1')3-1-}-3'—93] 5
oP=v (a,D-'rcvr] .

Fiir den Sonderfall kohdsionsloses Material liefert das zu
lésende Integral (8) ein anderes Ergebnis, als in (8.1) darge-
stellt, Hierfilr ergibt sich (vgl. auch [6)):

(9.4)

a [g(h41) =267,

9.5)

(9.8)

h=

9.7

nr
aP = ——o0et (r=2¢"}. (9.8)

Inc

2.2.2.2. Verzerrungsverldufe

Fiir die Verzerrungsverliufe im elasto-plastischen Gebiet
ist es notwendig, den skalaren Faktor zu ermitteln. Mit
Hilfe der assoziierten FlieGrege! (5) und der Fliefbedingung
nach Drucker/Prager (4) ergibt sich die plastische Volumen-
dehnung .

z,,9=sgP+:,P+z.P-31q,1,

so dafl durch den Dilatanzansatz — Gleichungen (6) und
(7) — 7 festliegt.

(10

3, Sicherheitsanalyse

Da im allgemeinen zwischen der Flief- und Bruchgrenze
unterschieden werden muB, stellt sich die Frage nach der
Abstandsfunktion d und damit nach dem Sicherheitsniveau
bzw, Sicherheitsabstand der Konstruktion. Im Bild 4 ist als
gestrichelte Linie der Abstand zwischen Bruch- und FlieB-
fliche dargestellt, der dem nachfolgend definierten Sicher-
heitsabstand zugrunde liegt. In Anlehnung an [8 und 9]
158t sich fiir Beton folgender Sicherheitsabstand angeben:

V=
_ﬁ’

3 ops o 0esi 3y
—— ]_ —
S,-ﬁSG;—Gpp{u'mn(3ﬂPz+°') == =

op 0,812 opp_ o.m]
[0.935 (3”‘-}-0.1) —0,310 (Scrr;+o’1) .

(L= sin ﬂ'?}‘ '

Sp= (1L.1)

(11.2)
it

N _P
g <6< o;sin :r-i-? "‘E"I—'T(SUg—Up’).
3
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Bild 4. Darstellung der Abstandstunktion d (Sicherheitsabstand)
#ir aie FlieSbedingung nach Drucker/Prager

" 4 beschreibt die Lage des Spannungsbildpunktes in der

Oktaederebene. In (11.1) ist £iir op, die Prismendruckfestig-
keit einzusetzen. Der Vorteil dieser Sicherheitsdefinition
besteht darin, dab als einziger Materialparameter die ein-
achsige Prismendruckfestigkeit (ops) bendtigt wird.

4. Auswertung von Beispielrechnungen fiir kreisrunde
Schacht- und Streckenauskieidungen aus Beton

Fiir die Beispielrechnung wurde eine Betonschachtausklei-
dung (ra=4,5m, ri= 3,5 m) unter gleichfdrmiger Aufen-
druckbelastung (z. B. hohe Wasserdruckbelastungen) ange-
setzt, Dabei soll gezeigt werden, daB die fiir die Dimensio-
nierung bisher genutzte lineare Elastizititstheorie zu einer
Unterschitzung des Tragverhaltens tiihrt und somit der
Betonausbau noch Tragreserven besitzt, die zumindest bel .
Sicherheitsabschidtzungen mit beriicksichtigt werden mis- -
sen. Obwohl anerkannt ist, da8 der Beton nicht durch Bruch,
sondern durch Erreichen der Flielgrenze seinen ersten
Grenzzustand anstrebt, ist bisher noch nicht gelungen,
ein allgemeing(iltiges FlieBkriterium fiir Beton aufzustel- ~
len, so daB die Parameter Winke] der inneren Reibung ¢
und Kohision ¢ fiir den FlieGbeginn (4.1) mit groBen Un-
sicherheiten behaftet sind. Fiir den Winkel der inneren Rel-
bung wird nachfolgend, unabhingig von der Betonklasse
und vom Spannungszustand, # = 32° = const. gewidhlt. Die
Betonkohiision bei Fliefbeginn wird zu

1=sing

¢=Rt° (12)

2cosp

angesetzt, wobel in Anlehnung an [8] mit der Mikrorifi-
grenze Rpo die Druckspannung bezeichnet wird, bei der die
Ultraschallauizeiten quer zu dieser Spannungsrichtung ein
Minimum erreichen, Die Beispielrechnungen erfolgten fiir
die Betonklasse Bk 25, die angesetzten Materialparameter
sind in Tabelle 1 zusammengestellt.

Wird die Auskleidung der gleichférmigen, symmetrischen
AuBendruckbelastung unterworfen, dann wird die elasti-
sche Grenzlast (¢* = r) nach der FlieBbedingung {4.1) bel
einem AuBendruck von ps = 1,26 MPa (ebener Spannungs-
zustand, eS) bzw. p; = 2,05 MPa (ebener Verzerrungszu-
stand, eV) erreicht. Die Sicherheitsabstinde nach (11.1) be-

Tabelle 1. Materialparameter Bk 25 in Anlennung an TGL 33403 [10]

Moaterialparameter Bk 25

op, IAMPa 1820 Prismendruckfestigkeit

RS inMPa 6,37 Mikrorifgrenze

e in MPa 1.7 Kohision an der Filefigrenze

L] in Grad 32,00 Winkel der inneren Reibung

E in MPa 25,0 - 10° Elastizititsmodul

3 in K=t 1,0 - 10-5 linearer Wirmeausdehnungs-
Koeffizient

r - 0,27 Querkontraktionszahl
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) g Bild 5a
ﬁﬂfﬂ 1 . s;annungﬂ-
MPz verliufe
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Material-
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|

elastisch

e*=311
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tragen S (eS) =164 und 5§ (eV) =143 Wird die ela-
stische Grenzlast um 25 %, dberschritten, dies entspricht
AuBendriicken von py (eS) = 1,58 MFPa bzw. pi(eV) =236
MPa, stellen sich Plastidierungsradien von c* (85} = 3,81 m
und c* (e¥) = 3,66 m ein. Die sich daraus ergebenden Span-
nungsverliufe sind in den Bildern 5a und 5b dargesteilf,
Die mit (11) beschriebenen Sicherheitsabstinde zwischen
Spannungsbildpunkt und Bruchfliche dndern sich in der
plastischen Zone mit steigender Belastung kaum, da die
FlieBfAdche (1.1) im Fortgang der Belastung unverdndert
bleibt, Im Vergleich dazu verringern sich die Sicherheitsab-
stinde nach (11) fir Spannungshildpunkte, die nach der
Elastizititstheorie ermittelt wurden, auf 53 (e5) = L44

bzw. S% (¥} = 1,31, In der Tabelle 2 sind fiir den ebenen
Spannungs- und Verzerrungszustand fiir verschiedene Au-
Bendriicke Ergebnisse der Elastizititstheorie und Plastizi-
titstheorie gegenilbergestellt,

Der Vergleich zeigt, daf auf der Grundlage der Plastizi-
tdtstheorie einerzeits realistischere Slcherheitsahschitzun-
gen vorgenommen und andererselts nicht genutzte Aulen-
druckreserven der Schachtauskleidungen ausgewiesen
werden kinnen. Letztere hiingen wesentlich von der der je-

Bild 5b
Spannungs-
i werliude

- bet elasto-
L plastischem
| DMaterial-

| verhalten

| {ebener
|

|

|

|

natls yiggliach
seasnach
o ————

134
MPoy

Verzerrungs-
Zustand)

T T s
35 337 38 30 40 of 42 43 dimil
¥ ) ] r

I'l rt

weiligen Schachtauskleidung zugewiesenen Traglast ab. Hin-
weise hierzu sind in [6] enthalten. Es fallt weitechin auf,
daf die elastische Grenzlast fir Konstruktionen im ebenen
Spannungszustand (1,26 MPa) wesentlich eher erreicht wird
als im ebenen Verzerrungszustand (2,05 MPa). Die Ursachen
sind darin zu sehen, dall beim ebenen Spannungszustand
am Innenrand ein einachsiger Spannungszustand vorliegt,
wihrend heim ebenen Verzerrungszustand am Innenrand
der Schachtauskleidung ein zweiachsiger Spannungszu-
stand herrscht. Beim ebenen Spannungszustand wird eine
vollstdndige Flastizierung des Querschnitts der Schachtaus-
kleidung (c*=4,0m) bei einem Aulendruck wvon p,=
2,45 MPa erreicht, wihrend eine vollstindige Plastizierung
beim ebenen Verzerrungszustand praktisch nlcht erreicht
werden kann. Bei einem Aulendrucdk p,==220MPa kann
gin Plastizierungsradius von ¢* = 4,48 m ermittalt werden.
Diese Ergebnidse stehen in guter Ubereinstimmung mit den
von Opitz/Schmidt/Skade [3] beabachteten Eigenschaftsin-
derungen der Betone, dal mit wachsendem hydrostati-
schem Druck ein zunehmender Ubergang vom spréden zum
plastischen Verhalten eintritt. Es wird hierdurch aber auch
deutlich (s. Tabelle 2), dad die f{ir die jeweilize Konstruk-
tion zu definierende Traglast im Zusammenhang mit dem
vorliegenden Spannungszustand zu sehen ist. Die ausge-
wiesenen Sicherheitsabstinde kinnen auch zu ginstige
Werte liefern (sehr deutlich an den Werten fiir den ebenen
Verzerrungszustand zu erkennen), da der sich einstellende

* Spannungszustand zu Grilichen Brucherscheinungen an der

Auskleidungsinnenkarde fithren kann, bevor die -Plastizie~
rung des gesamten Querschnitts erreicht ist, Um dies aus-
zuschalten, ist es erforderlich, den Winkel der inneren Rei-
bung, wie im Bild 4 mit dargestellt, als Funktion des Span-

p;in:'d?: c* inm ﬂ'gtr—ril in MPa ﬂgtr-ri] in MPa SEIESJ 5%{&5}
126 3,50 b.4 [ L& L8
L, a0 3,74 7.6 &4 L3 LG
100 4,17 wa T8 1.2 1.8
TAD 4,48 12,5 88 1,2 1,5 Tabetle 2
Gegeniberstellung der Tangential-
] - B g8 [ 57 spannungen und der damit ver-
P, o MPa g®in m fple=r)inMPa ?,(r=ry) in MPa B V) g &V} bundenen Sicherhaltsabstinde
am Innenrand der Betonichachi-
2,05 1.5 1.4 10,4 14 14 auskleldung im ebenen Spannungs-
2,50 . A6 13,7 113 L3 1t und Verzerrungszustand bei
5.0 r 4,05 25,3 19,7 L0 1,4 elastischem und elasto-plastischam
T, 50 422 18,0 .7 0.5 14 Materialverhalten bel ver-
10,00 4,1 .6 8.3 18] 1.2 schiedenen Aulendriicien
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nungszustandes @ = @ (0;)) einzuflihren. Dazu sind entspre-
chende Versuche notwendig. Es wird deshalb hier vorge-
schlagen, unter Traglast diejenige Belastung zu verstehen,
bei der die Tangentialspannung an der Auskleidungsinnen-

_kante 1,2 op; betrigt. Fiir die Betonklasse Bk 25, bel vorge-

gebener Geometrie, entspricht dies einem AuBendruck von
Pa== 6,0 MPa.

5. Zusammenfassung .

Eine realistische Beurteilung der Tragfdhigkeit von hoch-
beanspruchten Betonschachtauskleidungen ist mit elasto-
plastischen Materialansétzen méglich. Fiir den Beton sind
dazu kegelférmige FlieBbedingungen anzuwenden. Qla im
vorgestellten Konzept angewandte kegelférmige FlieBbe-

- dingung nach Drucker/Prager zeigt erhebliche Tragreserven

bei Betonschachtauskleidungen. Die definierte Traglast mufl
dabei im Zusammenhang mit dem vorliegenden Span-
nungszustand gesehen werden. Fir Betone wurde eine Ab-
standsfunktion entwickelt, auf deren Grundlage sich das
Sicherheitsniveau der Konstruktion realistisch einschdtzen
1i0t. Schwierigkeiten bestehen nach wie vor bei der Be-
stimmung der fiir den elasto-plastischen Ansatz notwen-

" digen Materialparameter, da zur Zeit ein gesichertes allge-

-

meingiiltiges Kriterium fir den FlieSbeginn fehlt. Fir Be-
tonschachtauskleidungen werden dazu Versuche an hohl-
zylindrischen Priitkérpern vorgeschlagen.

Farmaelzeichen, die nicht im Text arki&rt sind

Innenradius der Auskleidung

Augenradius der Auskleidung '

Radjus .

Innendrucik

Aulendruck )
Temperaturdifferenz gegendber spannungsloseny Zustand
am Innenradius

Temperaturdifferenz am Aulenradius

Elastizititsmodul

-

Ap®

m -
»

Volkmar Mertens, Essen®

v Querkontraktionszahl

a linearer Wirmeausdehnungskoeifizient
Volumenliinderung

Ausgangsvolumen
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Erfahrungen und Entwicklungsschwerpunkie bei der maschinellen Voririebstechnologie
im Steinkohlengebirge der Bundesrepublik Deutschland*

1. Einleitung

Die maschinelle Herstellung von Grubenrdumen im Stein-
kohlenbergbau der Bundesrepublik Deutschland hat heute
ginen hohen technischen Stand erreicht. Beim Streckenvor-
trieb sind zum Beispiel im letzten Jahr 37 %, der insgesamt
rund 400 km Strecken mit Vortriebsmaschinen aufgefahren
worden [Bild1). In den letzten Jahren ist ein Riickgang
der Gesamtstreckenlinge in Folge der Konzentrationsbe-
strebungen im Steinkohlenbergbau aufgetreten. Die Ent-
wicklung geht jedoch weiter, um die Anwendungsbreite des
Maschinenvortriebes zu vergrdfern.

2. Gesteinsstreckenvortrieb '

Im Steinkohlenbergbau werden schon seit 17 Jahren Voll-

schnitt-Vortriebsmaschinen mit gutem Eriolg zur Herstel-

i Dipl.-Berging. Volkmar Mertens, Bergbau-Forschung GmbH, Es-

* sen, BED

2 Vortrag, gehalten anliiGlich des Berg- und Hdrenmannischen Ta-
ges, Kolloquium 3, an der Bergakademie Frelberg im Juni 1983
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Jung von Gesteinsstrecken verwendet (Bild 2). In der letz-
ten Zeit sind 6 bis 8 Maschinen gleichzeitig im Einsatz. Die
aufgefahrenen Streckenléngen liegen zwischen 6 und 18 km
je Jahr. ; .

Die Vollschnitt-Vortriebsmaschinen haben Bohrkopfdurch-
messer von 6 bis 6,5 m. Sie werden von in- und ausldndi-
schen Herstellern gebaut, Die Maschinen unterscheiden sich
im wesentlichen durch die Ausbildung und Bestiickung des
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